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を持つとは，2つのある双曲型周期点 P , Qが存在して，(i) P の安定多様体
とQの安定多様体の次元が異なり，(ii) P の軌道の不安定多様体とQの軌道
の安定多様体が交わり，(iii) Qの軌道の不安定多様体と P の軌道の安定多様
体が交わることである．図 1.1を見よ．









Hopf点であるとは，(i) 点 pにおけるヤコビ行列が，任意の k = 1, 2, 3, 4, 5
に対して，1の k乗根でない大きさ 1の 2つの共役な複素固有値をもち，か
つ残りの固有値の大きさが 1でなく，(ii) 点 pにおけるテイラー展開の高次の
係数から pが局所中心多様体上で吸引的か反発的かが決まるようなものであ
る．詳しくは定義 3.1を見よ．d次元の微分同相写像が Hopf点を持つとき，
前方軌道が Hopf点に相対的に近づく点全体ははめ込まれた ds (≥ 0)次元部
分多様体であり，後方軌道がHopf点に相対的に近づく点全体もはめ込まれた












定理 1.1. f をm (≥ 3)次元多様体M 上の Cr (r ≥ 5)微分同相写像であっ
て，Hopf-ホモクリニックサイクルを持つものとする．このとき，Diffr(M)
における f の任意の Cr 近傍N に対して，ある g ∈ N が存在して，gは 2つ
の双曲型周期軌道に関する余指数が 1のヘテロ次元サイクルを持つ．
注意 1.2. r ≥ 5という条件はRuell, Takens [RT]によって与えられた通有的
な Hopf分岐を起こすための十分条件である．詳しくは定義 3.1と第 3.2 節
3
を見よ．










ϕを 3次元の Cr 微分同相写像であって，固有値 λi (i = 1, 2, 3) （但し，
0 < λ1 < 1 < λ2 < λ3）が対応する双曲型不動点 pを持ち，pに同伴する
ホモクリニック接触 q が存在するものとする．ここで，閉条件ではあるが，
λ1λ2 = 1を仮定する．さらに，次の (i)–(iii) （この 3つの条件の詳しい説明
は第 4.1 節を見よ）をみたし，ϕ0 = ϕとなる 2-パラメータ µ = (µ1, µ2)の
Cr 微分同相写像の族 {ϕµ}µ が存在すると仮定する：
(i) 不動点 pの延長 pµ における固有値が µ1 だけで適切に制御される；
(ii) pµ を原点とする C5 線形化座標 (x, y, z) （即ち，この座標を用いて
ϕµ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, λ3z)と表示される）と，µ2 のみで制御される












 ax+ βyαx+ γy2
δz
 (1.1)
という簡単な形にかける．図 1.3を見よ．µ = 0のときホモクリニック
図 1.3: 大域写像 ϕNµ
接触 (1, 0, 0)を持つが，この軌道は元のホモクリニック接触 qを含む；
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(iii) (ii)で与えられる定数について，a ̸= 0, αβ < 0を仮定する；
このとき，我々は次を得た：
定理 1.4. ϕ を上の仮定をみたす，ホモクリニック接触を持つ 3 次元の Cr
(r ≥ 5)微分同相写像とする．このとき，ϕは Hopf点 pを持つ微分同相写
像で Cr 近似される．特に，a > 0ならば pは局所中心多様体上で吸引的で，
a < 0ならば反発的である．




けば，(ii)の大域写像 ϕNµ が単純な形 (1.1)をしているという保証はないが，
(i)–(iii)をみたす族 {ϕµ}µが存在することは言える．大域写像 ϕNµ の形 (1.1)
の仮定を緩めたとき，定理 1.4の証明が同様の方法でどこまで追えるかは今
後の課題である．






• 第 2 節では，この論文で用いられる用語や定理などを述べる．この節
は必要であれば後で読み返す程度で良い．
• 第 3 節では，初めに Hopf分岐に関する復習を行った後，Mart´ın [M]
のアイデアに基づいて定理 1.1を証明する．


















定義 2.1 (力学系). 可微分多様体M 上の力学系とは，定義域と終域が同じ
写像 f :M →M のことである．




注意 2.3. 写像 f : M → M は次のような意味で時間と共に変化するシステ
ムと思えることに注意せよ．M は観測量（例えば位置，速度，温度，濃度，
人口密度など）の集合と考えることができる．力学系 f : M → M は，各
観測量 p ∈ M の 1秒後の変化 f(p) ∈ M を返す自然界の法則として考える
ことができる．このとき，初期条件 p ∈ M が与えられたとき，その n秒後
(n = 0, 1, . . .)の変化は fn(p)で与えられることになる．ここで，f0 は恒等
写像を表し，fn は f の n回合成である：
fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (n回)
こういった意味で，f は時間と共に変化するシステムと思えるわけである．
図 2.1を見よ．
前述の注意の通り，力学系 f :M →M が与えられたとき，点 p ∈M は時
間と共に変化する．その “軌跡”には次のような名称がついている：
定義 2.4 (軌道). f :M →M を力学系とする．点 p ∈M に対して，集合
{fn(p) | n = 0, 1, . . .}
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図 2.1: pの時間経過による変化
を pの前方軌道（または f-前方軌道）という．f が可逆であるとき，集合
{f−n(p) | n = 0, 1, . . .}
を pの後方軌道（または f-後方軌道）といい，集合
{fn(p) | n ∈ Z}
を pの全軌道（または軌道，f-全軌道，f-軌道）という．ここで，n = 1, 2, . . . ,
に対して，




定義 2.5 (不動点，周期点，周期). f : M → M を力学系とする．点 p ∈ M
が f の不動点であるとは
f(p) = p
をみたすことである．また，p ∈ M が f の周期点であるとは，ある n ∈
{1, 2, . . .}が存在して
fn(p) = p







図 2.2: 周期 3の周期点 p
定義 2.6 (吸引点，反発点). f :M →M を力学系とする．不動点 p ∈M が





をみたすことである．また，周期 nの周期点 p ∈ M が f の吸引点であると
は，pが fnの吸引点となることである．さらに，f が可逆であるとき，周期
nの周期点 p ∈M が f の反発点であるとは，pが f−nの吸引点となることで
ある．図 2.3を見よ．
図 2.3: 吸引不動点 pの外形
上記のような時間経過で動かない点（不動点）に対して，時間経過で動か
ない集合も存在し得る．それらは次のように定義される：




注意 2.8. 力学系 f : M → M の不動点 pに対して，一点集合 {p}は明らか
に f -不変集合である．また，pが周期 nの周期点である場合，軌道





定義 2.9 (ホモクリニック点，ヘテロクリニック点). f : M → M を可逆な




n(r), fn(p)) = lim
n→∞ d(f
−n(r), f−n(p)) = 0
をみたすことである．ここで，dは多様体M の位相と同じ位相を誘導する勝




n(r), fn(p)) = lim
n→∞ d(f
−n(r), f−n(q)) = 0 または
lim
n→∞ d(f
n(r), fn(q)) = lim
n→∞ d(f
−n(r), f−n(p)) = 0
をみたすことである．図 2.4を見よ．




定義 2.10 (非遊走点，非遊走集合). f :M →M を力学系とする．点 p ∈M
が非遊走点であるとは，任意の pの近傍 U に対して，ある n ∈ {1, 2, . . .}が
存在して，
fn(U) ∩ U ̸= ∅
をみたすことである．また，点 p ∈M が遊走点であるとは，pが非遊走点で











Gn (各 GnはX の開集合かつX で稠密)
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とかけることである．また，条件P がX において通有的（generic）である
とは，X のある残留集合 X˜ が存在して，X˜ の任意の元がP をみたすことで












Cr (r = 1, 2, . . . ,∞)微分同相写像 f :M →M に対して，時間経過によっ
て動かない集合Λを不変集合と言ったことを思い出そう．実は，任意の p ∈ Λ
に対して，Λが “双曲型”と呼ばれる場合に，点 pに相対的に近づく点全体の
集合は，単射的にはめ込まれたM の Cr 部分多様体になる（定理 2.15（安
定多様体定理））．その安定多様体定理を述べるために双曲型の定義を行って
おく．
定義 2.12 (双曲型). f :M →Mを微分同相写像とする．コンパクトな f -不変
集合Λが双曲型であるとは，各 p ∈ Λに対して，ある直和分解TpM = Esp⊕Eup
が存在して，次の条件をみたすことである．




f(p) かつ Df(p)(Eup ) = Euf(p)
が成り立つ．
(ii) ある C > 0とある 0 < λ < 1が存在して，






な解釈について述べる．n0を十分大きくとり，ρ := Cλn0 < 1となるように
すると，任意の p ∈ Λに対して，





注意 2.14. コンパクトな不変集合の例として，注意 2.8 では，力学系 f :





p として，それぞれ大きさ 1未満，大きさ 1超過の固有値に対応する空
間を選べば良い．同様に，f の周期 nの周期点 pが双曲型であるとは，pの
軌道
{p, f(p), . . . , fn−1(p)}
が双曲型集合であることとして定義されるが，この定義は，微分Dfn(p)が
大きさ 1の固有値を持たないことと同値になる．
定理 2.15 (安定多様体定理). f : M →M を Cr (r = 1, 2, . . . ,∞)微分同相














−n(p), f−n(x)) = 0
}
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と定めると，W s(p)とWu(p)は単射的にはめ込まれたM の Cr 部分多様体
であり，それぞれの次元は dimEspと dimEup に等しく，それぞれはEspとEup
に点 pで接する．即ち
TpW
s(p) = Esp, TpW
u(p) = Eup
をみたす．ここで，dはM の Riemann計量から定まる距離を表す．図 2.6
を見よ．
図 2.6: W s(p)とWu(p)の局所的な外形
注意 2.16. この定理には，実際には上記で述べた以外の主張も含まれている
が，必要がないので割愛した．この定理の細部にわたる説明および証明は [R,
Chapter VIII, Theorem 1.2]を参照せよ．
注意 2.17. f :M →M を微分同相写像とする．p ∈M を周期 nの周期点で
あって，ヤコビ行列Dfn(p)の全ての固有値の大きさが 1未満であるとする．
注意 2.14によれば，pは双曲型であり，安定多様体定理と dimEsp = dimM
から，W s(p)は pを含む開部分多様体であり，pは f の吸引点となる（実は，
安定多様体定理という大きな定理を使わずとも，平均値の定理による評価で
この結果を得ることができる）．同様に，周期 nの周期点 pであって，ヤコ
ビ行列 Dfn(p)の全ての固有値の大きさが 1超過であれば，pは f の反発点
になる．このように，安定多様体定理は，双曲型周期点近傍での様子を解析
するのに役立つ．
定義 2.18 (安定多様体，不安定多様体). f :M →M をCr (r = 1, 2, . . . ,∞)
微分同相写像，Λを f の双曲型集合とし，p ∈ Λとする．安定多様体定理に
現れる W s(p), Wu(p)をそれぞれ pの f に関する安定多様体，不安定多様
体と呼ぶ．しばしば，どの力学系に関する不変多様体なのかを区別するため，


















定義 2.19 (局所不変). f : M → M を微分同相写像とする．M の部分多様
体W が，p ∈ W のまわりで局所不変（または局所 f-不変）であるとは，p
を含むM の開円板Dが存在して，
f(W ) ∩D ⊂W
をみたすことである．
注意 2.20. 図 2.7で表されているような微分同相写像 f : R2 → R2について
考える．ここで，原点 0は不動点である．例えば横軸は，0を含む開円板D




注意 2.21. M を m次元多様体とし，f : M → M を微分同相写像とする．
M の w (< m)次元部分多様体W が不動点 p ∈W のまわりで局所 f -不変で
あるとする．このとき，局所不変の定義で現れる開円板Dが存在するが，D
はいくらでも小さく取れ，さらにW は部分多様体なので，
W = {xw+1 = xw+2 = · · · = xm = 0} かつ p = 0
となる座標 (x1, x2, . . . , xm)がDに入っていると思って良い．図 2.8を見よ．
また，pは不動点なので，pの近傍 U ⊂ Dであって，f(U) ⊂ Dとなるもの
が取れる．従って，局所不変の定義からW の座標 (x1, x2, . . . , xw)を用いて，
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図 2.8: 座標 (x1, x2, . . . , xm)









f1(x1, x2, . . . , xw)
f2(x1, x2, . . . , xw)
...
fw(x1, x2, . . . , xw)
 (fi(0) = 0, i = 1, . . . , w)
と表示できる．
定理 2.22 (中心多様体定理). r = 1, 2, . . .（但し r ̸= ∞），f : M → M を
Cr 微分同相写像とし，p ∈ M を不動点とする．大きさ 1未満の Dfn(p)の
固有値，大きさ 1の Df(p)固有値，大きさ 1超過の Df(p)固有値にそれぞ
れ対応する空間 Esp, Ecp, Eup で，TpM を直和分解する：
TpM = E
s
p ⊕ Ecp ⊕ Eup .
このとき，次が成り立つ：
(i) 単射的にはめ込まれた，f -不変のM の Cr 部分多様体W s(p), Wu(p)
が存在して，それぞれの次元は dimEsp, dimEup に等しく，それぞれは
点 pで Esp, Eup に点 pで接する．
(ii) 埋め込まれた，pの周りで局所 f -不変のM の Cr 部分多様体W csloc(p),
W cloc(p), W
cu
loc(p)が存在して，それぞれの次元は dimEsp ⊕Ecp, dimEcp,




Chapter V, Theorem 10.14, Theorem 10.15]を参照せよ．
注意 2.24. W s(p), Wu(p)をそれぞれ pの f に関する安定多様体，不安定多
様体とこの論文では呼ぶことにするが，他の論文や本によっては，定義が異
なる場合があるので注意せよ．W csloc(p), W cloc(p), W culoc(p)をそれぞれ pの f
に関する局所中心-安定多様体，局所中心多様体，局所中心-不安定多様体と
呼ぶ．




微分同相写像 f : M → M について，M が一次元，特に円周 S1 である場
合に成り立つ，強力な Denjoyの定理について述べる．ここで，円周は
S1 := R/2piZ = {x+ 2piZ | x ∈ R} (x+ 2piZ = {x+ 2piz | z ∈ Z})
で定義する．
まずはそのために，円周上の微分同相写像 f : S1 → S1 に対して，移動の
平均量を表す，回転数を定義する．次の定義において，f の持ち上げとは，標
準的な射影を pr : R ∋ x 7→ x+ 2piZ ∈ S1 とおくとき，
pr ◦ F = f ◦ pr
をみたす微分同相写像 F : R→ Rのことであり，f が向きを保つとは，f の
ある持ち上げ F が存在して常に
F ′(x) > 0 (x ∈ R)
をみたすことである．
定義 2.26 (回転数). f : S1 → S1 を向きを保つ微分同相写像とする．f の回





+ 2piZ (∈ S1)
で定義する．
注意 2.27. Rot(f)は定義から明らかに，f の持ち上げ F と点 x ∈ Rに依存
しているので，Rot(f ;F, x)とでも書くべきであるが，実は，F と xに依らず，
一定の値に収束することが証明できる（例えば [R, Chapter II, Theorem 8.1]
を見よ）．従って，単に Rot(f)と書いているのである．
注意 2.28. 第 2.2 節の初めで述べたことに従い，f : S1 → S1 は微分同相写
像であるとして回転数を定義したが，一般的には，同相写像 f : S1 → S1 に
対しても同様に回転数が定義される．詳しくは [R, Chapter II, Section 2.8]
を見よ．
注意 2.29. 実は，f が有理数回転数 2pim/n + 2piZ（m, nは互いに素な整
数）を持つことと，f が周期 nの周期点を持つことが同値であることが証明






定理 2.30 (Denjoyの定理). f : S1 → S1を，向きを保つような C2微分同相
写像とし，
Rot(f) = 2piρ+ 2piZ (ρ ∈ R \Q)
とかけるとする．このとき，ある点 x ∈ S1 が存在して，xの前方軌道
{fn(x) | n = 0, 1, 2, . . .}
は S1 で稠密である．
注意 2.31. この定理の証明は [R, Chapter II, Theorem 8.7]を参照せよ．
注意 2.32. この定理の面白い点は，十分滑らかな円周上の向きを保つ微分同
相写像であって，無理数回転数 2piρ+ 2piZ (ρ ∈ R \Q)を持つものは，本質
的に唯の回転
fρ : S1 ∋ x+ 2piZ 7→ ρ+ x+ 2piZ ∈ S1
と同じ（位相共役）になるという点である．詳しくは [R, Chapter II, Theo-
rem 8.7]を見よ．
3 Hopf-ホモクリニック分岐の研究
この節では，定理 1.1を証明する．第 3.3 節までHopf分岐に関する復習を




f をm次元多様体（m ≥ 2）上の Cr 微分同相写像（r ≥ 5）とし，pを周
期 per(p)の f の周期点とする．
定義 3.1 (Hopf点). 点 pが f のHopf点であるとは，次の (i), (ii)を満たす
ことである．一番目の条件は次である：
(i) 微分 Dfper(p)(p)は大きさ 1の 2つの複素固有値 λ = eiα と λ¯ = e−iα
をもち，かつ残りの固有値は全て大きさ 1でない．加えて，任意の k =
1, 2, 3, 4, 5に対して，λk ̸= 1が成り立つ．
ここで [RT, Proposition 7.1]または [MM, Lemma 6.1]より，pの局所中心多
様体W cloc(p)の Cr 座標 (x, y)で次をみたすものが存在する．p = (0, 0)かつ
fper(p)|W cloc(p) は原点近傍で次の標準形を持つ：
fper(p)|W cloc(p) : (x, y) 7→ N(x, y) +O(|(x, y)|5). (3.1)
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ここでN は，A,B ∈ Rを定数として，極座標 (l, θ)で
N : (l, θ) 7→ (l −Al3, α+ θ +Bl2) (3.2)
のように与えられる．二番目の条件は次である：
(ii) A ̸= 0.
(3.2)に現れる定数 A ̸= 0が正ならば，(3.1)より，pは fper(p)|W cloc(p) の
吸引点であることに注意せよ．また，Aが負ならば，pは fper(p)|W cloc(p)の反





F : I ×M →M を Cr 写像であって，各 t ∈ I に対して，
Ft :M ∋ x 7→ F (t, x) ∈M
が Cr 微分同相写像であるようなものとする．ここで，I = (−1, 1) であ
る．F0 は周期 per(p0) の Hopf 点 p0 を持ち，λ(0) = eiα0 (α0 ∈ [0, 2pi))
を DF per(p0)0 (p0)の大きさ 1の固有値の一つとする．陰関数定理より，十分
小さい任意の tに対して，tに関して連続なある pt と tに関して連続なある
λ(t)が存在して次をみたす．pt|t=0 = p0 かつ pt は Ft の周期 per(p0)の周期
点，さらに，λ(t)|t=0 = λ(0)かつ λ(t)はDF per(p0)t (pt)の固有値である．pt,
λ(t)をしばしば，それぞれ p0, λ(0)の延長と呼ぶ．α(0) = α0 をみたす連続
写像であって，λ(t)の偏角であるものを α(t)と書くことにする．このような
条件のもとで，写像 t 7→ λ(t)は Cr−1 級であり，次の定義が可能になる：
定義 3.2 (Hopf分岐). 族 {Ft}t∈I が p0 で Hopf分岐を起こすとは，F0 が
















ば，[RT, Theorem 7.2]または [MM, Theorem 6.2]より，十分小さい任意の





異なる符号を持つならば，十分小さい任意の負の tに対して F per(p0)t -不変な
円 Ct が存在する．A > 0ならばこの不変円 Ct は局所中心多様体の延長 W˜t
上で吸引的である．逆に，A < 0ならば Ctは W˜t上で反発的である．図 3.1
を見よ．







第 3.2節で与えられた 1-パラメータの微分同相写像の族 {Ft}t∈Iを思い出そ




の結果が得られる．円周を第 2.2節と同様にR/2piZで表し，ht : R/2piZ→ Ct
を勝手な同相写像とする．F per(p0)t |Ct の回転数を，x ∈ Rと
h−1t ◦ (F per(p0)t |Ct) ◦ ht : R/2piZ→ R/2piZ
の持ち上げ ϕt : R→ Rに対して
Rot(F
per(p0)





で定義する．ここで，h−1t ◦ (F per(p0)t |Ct) ◦ htの持ち上げとは，標準的な射影
を pr : R ∋ x 7→ x+ 2piZ ∈ R/2piZとするとき，
pr ◦ ϕt = (h−1t ◦ (F per(p0)t |Ct) ◦ ht) ◦ pr
をみたす同相写像 ϕt : R→ Rのことである．さらに，関数 ρを
ρ(t) :=
{
α(0) + 2piZ (t = 0)
Rot(F
per(p0)
t |Ct) (t > 0)





補題 3.3 ([M, Lemma 1]). Hopf分岐を通有的に起こす族 {Ft}t∈I に対して
定義される関数 ρは 0で微分可能であり，










F := {F ∈ Cr(I ×M,M) |
任意の t ∈ I に対して Ftは Cr微分同相写像 }.
ここで，Cr(I ×M,M)は Cr 位相を備えた I ×M からM への Cr 写像全体
の空間であり，各 t ∈ I に対し Ft は写像M ∋ x 7→ F (t, x) ∈ M を表す．さ
らに，各 F ∈ F と各 k ∈ {1, 2, . . .}に対して
Zk(F ) := {(t, x) ∈ I ×M |
F kt (x) = xかつ Fnt (x) ̸= x (n = 1, 2, . . . , k − 1)},
さらに
Xk(F ) := {(t, x) ∈ Zk(F ) | xは Ftに関して非双曲型 }
とおく．[B, Theorem 1]より，ある残留集合 F ′ ⊂ F が存在して，各 F ∈ F ′
と各 k ∈ {1, 2, . . .}に対して，Zk(F )は I ×M の 1次元部分多様体となり，
かつ Xk(F ) は離散空間となる．F ′′ ⊂ F ′ を，任意の t ∈ I に対して Ft が
非双曲型周期軌道は多くても 1つしかもたないような部分集合，と定める．
Xk(F )は離散であるから，F ′′はF ′の残留集合である（[M, p. 899]も見よ）．
Mart´ınは次の補題で，通有的な条件のもとで適切なパラメータを選ぶと，不
変円上に唯二つの双曲型周期軌道が現れることを示した．
補題 3.4 ([M, Lemma 2]). F ∈ F ′′ を，Hopf分岐を通有的におこす 1-パラ
メータの微分同相写像の族であって，ρ′(0) ̸= 0をみたすものとする．さら
に，r ∈ {2pis + 2piZ | s ∈ Q}とし，[τ1, τ2]（τ1 < τ2）を ρ−1(r)の連結成
分とする．このとき，ある τ3 ∈ (τ1, τ2)が存在して，任意の t ∈ (τ1, τ3)に対
して，F per(p0)t |Ct は唯二つの周期軌道O+t とO−t を持つ．さらに，これらは
F
per(p0)







f を定理 1.1にある，m次元の Riemann多様体M 上の微分同相写像とす






n(q), fn(p)) = lim
n→∞ d(f
−n(q), f−n(p)) = 0, q ̸= p (3.3)
をみたすことである．以下，次の仮定を常に置く：
• pは f の不動点である．
この仮定をみたさない場合は，f を fper(p)に置きかえることにより，この仮
定をみたす場合と同様の議論が可能である．
Df(p)の大きさ 1未満の固有値の重複度込みの数をms とおき，大きさ 1
超過の固有値の重複度込みの数をmu とおく．定義 3.1-(i)より，
ms + 2 +mu = m
が従う．安定多様体，不安定多様体，中心多様体，中心-安定多様体，中心-
不安定多様体をそれぞれW s(p), Wu(p), W c(p), W cs(p), W cu(p)で書くこ
とにする．Hopf点の場合では，[HPS, Section 5A]より，これらの多様体は
pを含む一意に定まる Cr 部分多様体であることに注意せよ．上の設定では
dimW s(p) = ms, dimW
u(p) = mu, dimW
c(p) = 2,
dimW cs(p) = ms + 2, dimW
cu(p) = mu + 2
である．
定義 3.1にある，f の pの近傍における標準形 (3.1)を思い出そう．以下，
次の仮定を常に置く：
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A > 0という仮定は，W cs(p) ⊋W s(p)を導く．(3.3)より，
q ∈W cs(p) ∩Wu(p) \ {p}
が従う．さらに，我々は次の二つを仮定して良い：





• q ̸∈W s(p).
実際，そうでなければ，f の Cr でいくらでも近いところに上の二つのアイ





ラメータの狭義単調増加列 {tj}j と，不変円Ctj 上の双曲型周期軌道O+tj ,O−tj
が唯二つ存在して，O+tj と O−tj は j → ∞のとき Ctj 上で稠密になることを
示す（補題 3.5）．
補題 3.5を述べるために用語を定義をする．ϵ > 0に対し，距離空間 (C, d)
の部分集合 Oが，C 内で ϵ-稠密であるとは，任意の x ∈ C に対して，ある
y ∈ Oが存在して，d(x, y) < ϵをみたすことである．
補題 3.5. fを定理 1.1にある微分同相写像とし，I = (−1, 1)，N をDiffr(M)
における f の任意の Cr 近傍とする．このとき，{Ft}t∈I ⊂ N をみたす Cr
級の 1-パラメータの微分同相写像の族 F : I ×M →M が存在して，次の条
件 (i)–(iii)をみたす．初めの条件は次である：
(i) F0は p0に同伴するHopf-ホモクリニックサイクルを持ち，q0 ̸∈W s(p0)











この条件より，{Ft}t∈I は p0 で通有的に Hopf 分岐を起こすことが分かる．
第 3.2 節で述べたように，十分小さい任意の正の tに対して，Ft-不変な円Ct
が存在する．三番目の条件は次である：
(iii) 十分小さい任意の正の τ に対して，ある t∞ ∈ (0, τ ]と limj→∞ tj = t∞
をみたすある狭義単調増加列 {tj}j ⊂ (0, t∞)が存在して，任意の j に
対して，Ftj |Ctj は唯二つの周期軌道 O+tj ,O−tj をもち，O+tj ,O−tj は次の
条件 (a), (b)をみたす．図 3.3を見よ．
(a) 任意の ϵ > 0に対して，ある j0 が存在して，任意の j ≥ j0 に対し
て，O+tj と O−tj は Ctj 内で ϵ-稠密である．





注意 3.6. この補題と同じ主張は，Mart´ın [M, Section 3]で暗に述べられて
いるが，厳密性を重視して我々はここではっきりと証明しておく．
補題 3.5の証明. 第 3.3 節にある残留集合 F ′′ を思い出そう．f は第 3.4 節
にある仮定 q ̸∈ W s(p) をみたしていることに注意すると，補題 3.3 より，
ρ′(0) ̸= 0をみたす Cr 級の微分同相写像のある族 F ∈ F ′′が存在して，この
補題の二つの条件 (i), (ii)をみたす．以下ではこの微分同相写像の族 F がこ
の補題の残りの条件 (iii)-(a), (b)をみたすことを確認する．
ρ′(0) ̸= 0なので，十分小さい任意の正の τ に対して，ある t′∞ ∈ (0, τ ]が
存在して，
ρ(t′∞) ̸∈ {2pis+ 2piZ | s ∈ Q}
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をみたす．[τ∞1 , τ∞2 ]（但し，(0 < τ∞1 ≤ τ∞2 ）を逆像 ρ−1(ρ(t′∞))の t′∞ を含
む連結成分とし，t∞ := τ∞1 と定める．limj→∞ t′j = t∞となるような狭義単




+ 2piZ ∈ {2pis+ 2piZ | s ∈ Q} かつ kj > j
をみたすように定める．ここで，kj ( ̸= 0)と ij は互いに素な整数であって，




と定め，逆像 ρ−1(rj)の t′j を含む連結成分を [τ j1 , τ j2 ]（τ j1 < τ j2）で書くこと
にする．各 j に対して，補題 3.4の条件をみたす τ j3 ∈ (τ j1 , τ j2 )が得られる．
任意の j に対して
tj :=




と定めれば，limj→∞ tj = t∞となるような狭義単調増加列 {tj}j を得ること
ができるが，特に各 j に対して補題 3.4から定まる O+tj と O−tj は，補題 3.5
の条件 (iii)-(b)をみたしている．
さて最後に，O+tj とO−tj は補題 3.5の条件 (iii)-(a)をみたしていることを背
理法によって示す．もし {O+tj}j が (iii)-(a)をみたしていないとすると，ある
ϵ0 > 0と{tj}jのある部分列{tjk}が存在して，Ctjk \O+tjk は長さが ϵ0より大き






なぜならば，ρ(t∞) ̸∈ {2pis+2piZ | s ∈ Q}かつ Ft∞ |Ct∞ はC2微分同相写像














メータ列 {tj}j を選ぶことで，不変円上の双曲型周期軌道 O+tj の安定多様体
が j →∞のとき稠密になることをみる．
命題 3.7. {Ft}t∈I を補題 3.5で与えられる微分同相写像の族とする．このと
き，十分小さい任意の正の tに対して，あるWt, Vt ⊂ M が存在して次の条
件をみたす：
(i) Wt と Vt はコンパクトかつ，それぞれms + 2とmu 次元の円板であっ
て，W cs(p0)とWu(p0)の延長にそれぞれ含まれる．
(ii) Ctを Hopf分岐によって生成される不変円とすると，十分小さい正の t
で定義されたある連続写像 t 7→ qt ∈M が存在して次をみたす：
qt ∈Wt ∩ Vt, TqtWt + TqtVt = TqtM, qt ̸∈W s(pt)
図 3.4を見よ．
図 3.4: dimM = 3のときのWu(Ct),Wuut (x),W sst (x), Rt の外形
(iii) 十分小さい任意の正の tに対して，W s(Ct)は (ms+1)次元の強安定多
様体W sst (x) (x ∈ Ct)によって直和分割されており，さらに，Wu(Ct)
もmu 次元の強安定多様体Wuut (x) (x ∈ Ct)によって直和分割されて
いて次をみたす：








d(x, qt) = 0
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をみたす．
証明. 補題 3.5-(i)より，q0 ̸∈W s(p0)である．さらに，[HPS, p. 65]より，中
心-安定多様体，不安定多様体，安定多様体の延長の連続性は，微分同相写像
の可微分性に依存するので，(i)と (ii)は直ぐに分かる事実である．
十分小さい任意の正の tに対して不変円 Ct は r-正規双曲型であることに
注意すると，[HPS, Theorem 4.1]より，Wu(Ct)はmu 次元の強不安定多様
体Wuut (x) (x ∈ Ct)によって直和分割されていて，W s(Ct)も (ms+1)次元
の強安定多様体W sst (x) (x ∈ Ct)によって直和分割されている．十分小さい




とで，不変円 Ctj 上の反発的な周期軌道 O+tj の安定多様体が j → ∞のとき
Wtj 内で 1/j-稠密になることをみる．次の命題ではさらに，図 3.6にある収
束列 {xtj}j , {ytj}j , {ztj}j , {wtj}j を取るが，これらは定理 1.1の証明で行う
摂動のために用意された点である．具体的に説明すると，定理 1.1の証明で
は元の f を摂動して F˜tj を得るが，ztj は F˜tj に関する xtj と wtj に同伴する
ヘテロクリニック点になる．
命題 3.8. {Ft}t∈I を補題 3.5で与えられる微分同相写像の族とする．さら
に，t∞, {tj}j ,O±tj をそれぞれ補題 3.5にあるものと同じ数，列，周期軌道と
し，xt∞ を Ct∞ 内の任意の点とする（図 3.5を見よ）．このとき，次が成り
図 3.5: xt∞ と yt∞
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立つ：
(i) {tj}j のある部分列 {tjk}k が存在して，任意の kに対してW s(O+tjk ) ∩
Wtjk はWtjk 内で 1/jk-稠密である．
表記を簡単にするため，部分列 {tjk}k を改めて {tj}j と書く．
(ii) 各 j に対して，ある xtj , ytj , ztj , wtj（図 3.6を見よ）が存在して
• xtj ∈ O−tj , ytj = rtj (xtj ), wtj ∈ O+tj , ztj ∈W s(wtj ) ∩Wtj ,
• d(ztj , ytj ) < 1/j,
• u-index(xtj ) + 1 = u-index(wtj ),
• lim
j→∞





をみたす．ここで，rt(·)は命題 3.7-(iii)にある記号であり，yt∞ = rt∞(xt∞)
図 3.6: xtj , ytj , ztj , wtj の位置
かつ，u-index(·)は ·の不安定多様体の次元である．
証明. 小さい t∞ > 0と数列 {tj}j ⊂ (0, t∞)を補題 3.5-(iii)にあるものとす
ると，Ct は十分小さい任意の tに対して r-正規双曲型であったので，




が各 j で成り立つことに注意する．命題 3.7-(i) を思い出すと Wt は有界で
あったので，補題 3.5-(iii)-(a)より，任意の ϵ > 0に対して，ある j(ϵ)が存
26
在して，任意の j ≥ j(ϵ)に対してW s(O+tj ) ∩Wtj はWtj 内で ϵ-稠密になる．
従って，{j}j の部分列 {jk}k を{
j1 := j(ϵ)|ϵ=1 ,
jk+1 := max
{
jk + 1, j(ϵ)|ϵ=1/(k+1)
}
,
と定めれば，{tj}j の部分列 {tjk}k は，命題 3.8-(i)を証明する．
次に O−tj の点 xtj を
min
x∈O−tj
d(x, xt∞) = d(xtj , xt∞)
となるように定める．rt(·)を命題 3.7-(iii)にある記号とし，ytj := rtj (xtj )
と定める．W s(O+tj ) ∩Wtj はWtj 内で 1/j-稠密であるから，ある wtj ∈ O+tj
とある ztj ∈ W s(wtj ) ∩Wtj が存在して，d(ztj , ytj ) < 1/j をみたす．図 3.6
を見よ．補題 3.5-(iii)-(b)より，
u-index(xtj ) + 1 = mu + 1 = u-index(wtj )
が従う．最後に，{xtj}j , {ytj}j , {ztj}j の収束性は，これらの構成方法から直
ぐに従う．これで命題 3.8-(ii)の証明が完了した．
3.7 局所的にロバストなホモクリニック軌道
図 3.5にある点 yt∞ と，それに収束する，図 3.6にある点 ytj を思い出そう．
この節では，yt∞を含む十分小さい任意の開円板Uに対して，̂ytj (:= F−1tj (ytj ))
のFtj -後方軌道がUと交わらなければ，M \Û (Û := F−1tj (U))上で F˜tj = Ftj
となる任意の Cr 微分同相写像 F˜tj : M →M に対して，ŷtj の Ftj -後方軌道
と F˜tj -後方軌道が全く同じになることをみる．これと同様の結果が，yt∞ に収
束する，図 3.6にある点 ztj についても成り立つ．詳しくは補題 3.10を見よ．
しかしながら，yt∞ を含む開円板 U であって，ŷtj (:= F−1tj (ytj ))の Ftj -後
方軌道が U と交わらないものが，実際に存在するのかが問題となる．そこで，
初めに次の補題で，そのような開円板 U の存在を示す．
補題 3.9. {Ft}t∈Iを補題 3.5で与えられる微分同相写像の族とし，yt∞ , {ztj}j,
{ytj}j を命題 3.8と同じ点，点列とする．このとき，ある δ > 0が存在して，
十分大きい任意の j に対して，
{ztj , Ftj (ztj ), F 2tj (ztj ), . . .} ∩ Ûδ = ∅, (3.4)
{ŷtj , F−1tj (ŷtj ), F−2tj (ŷtj ), . . .} ∩ Uδ = ∅ (3.5)
が成り立つ．ここで，ŷtj := F−1tj (ytj ), Ûδ := F−1tj (Uδ)であり，Uδ は yt∞ の
M 内の δ-近傍である．
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証明. 命題 3.8の数 t∞は十分小さいので，命題 3.7-(iii)より，任意の jにつ
いて ytj ∈W s(Ctj )が従う．このとき，t∞に十分近い任意の tについて，安
定多様体W s(Ct)に関するある基本領域 Ast が存在して，Ast は tに関して連
続的に動き，かつ yt∞ ∈ IntW s(Ct)(Ast∞)をみたす．ここで，空間W に対し
て，IntW (·)はW の部分空間としての ·の内部を表す．図 3.7を見よ．但し，
図 3.7: 基本領域 Ast∞ の外形
W s(Ct)の基本領域 Ast とは，閉集合 Ast ⊂W s(Ct) \Ctであって次の条件を
みたすものである：ある集合 A˜st ⊂W s(Ct) \ Ct が存在して
Ast = ClW s(Ct)(A˜
s





t ) = W
s(Ct) \ Ct







t ) ∪ Ct
と定めると，W ′t はM の部分多様体になる．
F−1t∞ (yt∞) ̸∈ ClW s(Ct∞ )(W ′t∞) なので，W ′t∞ の M におけるある開近傍
U(W ′t∞)と，ある δ > 0が存在して，
U(W ′t∞) ∩ F−1t∞ (U2δ) = ∅
をみたす．従って，十分大きい任意の j について，
U(W ′t∞) ∩ F−1tj (Uδ) = U(W ′t∞) ∩ Ûδ = ∅
となる．W ′tj ⊂ U(W ′t∞)となる，十分大きい任意の j について，




次に，不安定多様体Wu(Ct)の基本領域Aut であって，Aut は tに関して連
続的に動き，かつ yt∞ ∈ IntWu(Ct∞ )(Aut∞)をみたすものをとる．図 3.8を見
よ．Ast のときと同様の議論を行うことにより，証明の後半部分を示すことが
図 3.8: 基本領域 Aut∞ の外形
できる．即ち，小さいある δ > 0が存在して，十分大きい任意の jに対して，
Uδ は (3.5)をみたす．以上で証明が完了した．
補題 3.10. 補題 3.9と同じ仮定のもとで，U を yt∞ を含むM の開円板とし，
Û := F−1tj (U)と定める．ztj の Ftj -前方軌道が Û と交わらず，ŷtj の Ftj -後
方軌道が U と交わらないことを仮定する．このとき，M \ Û 上で F˜tj = F と
なる任意の Cr 微分同相写像 F˜tj :M →M に対して，
F˜ntj (ztj ) = F
n
tj (ztj ), F˜
−n
tj (ŷtj ) = F
−n
tj (ŷtj )
が任意の n = 0, 1, . . .で成り立つ．
証明. 上の補題の仮定から，
{ztj , Ftj (ztj ), F 2tj (ztj ), . . .} ∩ Û = ∅,
{ŷtj , F−1tj (ŷtj ), F−2tj (ŷtj ), . . .} ∩ U = ∅
が成り立つ．F˜tj は Û の補集合上で Ftj と等しいので，F˜ntj (ztj ) = Fntj (ztj )が
任意の n = 0, 1, . . .で成り立つことは直ぐ分かる．
次に，F−1tj (M \ U) = M \ Û なので，任意の x ∈M \ U に対して，
F˜tj (F
−1
tj (x)) = Ftj (F
−1
tj (x)) = x





が成り立つことを意味する．従って，F˜−ntj (ŷtj ) = F−ntj (ŷtj ) が任意の n =
0, 1, . . .で成り立つことが分かる．以上で証明が完了した．
3.8 定理 1.1の証明
この節では，定理 1.1を，第 3.4 節で項目化されている仮定のもとで証明
する．
定理 1.1の証明. {Ft}t∈I を補題 3.5にある微分同相写像の族とし，δ > 0を
補題 3.9で与えられる定数とする．δ > 0はいくらでも小さくできるので，Uδ
には座標 (η1, η2, . . . , ηm)であって，yt∞ = (0, . . . , 0)となるものが入ってい
ると思って良い．次をみたす Cr 級の隆起関数 β :M → Rを取る：
β(x) = 1 (x ∈ Uδ/3),
β(x) = 0 (x ∈M \ U2δ/3).
上で定義した座標を用いて，十分大きい任意の各 jに対し，Cr写像 F˜tj :M →
M を {
F˜tj (x) = Ftj (x) (x ∈M \ Ûδ),
F˜tj (x) = Ftj (x) + β(Ftj (x))(ztj − ytj ) (x ∈ Ûδ)
で定める．Uδは jに依存しないので，十分大きい任意の jに対して，F˜tj ∈ N
が成り立つ．ここで，N は補題 3.5で与えられていた f の Cr 近傍である．
最後に，F˜tj は O+tj と O−tj に関する余指数が 1のヘテロ次元サイクルを持
つことを見る．δ > 0が小さいことから，O+tj とO−tj は F˜tj に関する双曲型周
期軌道である．補題 3.10より，
ztj ∈W s(wtj , F˜tj ) ⊂W s(O+tj , F˜tj ) (3.6)
である．ここで，W s(·, F˜tj )は F˜ に関する ·の安定多様体を表す．後で使う
ので，Wu(·, F˜tj )は F˜tj に関する ·の不安定多様体を表すことも定義してお
く．十分大きい任意の j に対して，ytj ∈ Uδ/3 であるから，
F˜tj (ŷtj ) = Ftj (ŷtj ) + β(Ftj (ŷtj ))(ztj − ytj ) = ztj
であるから従って，
F˜−1tj (ztj ) = ŷtj
である．これと補題 3.10より，
ztj ∈Wu(xtj , F˜tj ) ⊂Wu(O−tj , F˜tj )
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を得る．これと (3.6)を合わせることで，
ztj ∈W s(O+tj , F˜tj ) ∩Wu(O−tj , F˜tj ) (3.7)
をうる．即ち，ztj は O+tj と O−tj に同伴するヘテロクリニック点になってい
る．一方で，Ctj \ (O+tj ∪ O−tj ) ̸= ∅なので，
W s(O−tj , F˜tj ) ∩Wu(O+tj , F˜tj ) ̸= ∅









M を 3次元多様体とし，M 上の Cr (r ≥ 5)微分同相写像 ϕであって，固
有値 λi (i = 1, 2, 3) （但し，0 < λ1 < 1 < λ2 < λ3）が対応する双曲型不動
点 pを持ち，pに同伴するホモクリニック接触 qが存在するものを考える．閉
条件 λ1λ2 = 1を仮定する．さらに，原点 0の近傍を動く変数µ = (µ1, µ2)を
パラメータとするM 上の（通有的でない）Cr微分同相写像の族 {ϕµ}µ（パ
ラメータに関しては少なくとも C0であるとする）が存在して，ϕ0 = ϕと次
の (i)–(iii)をみたすことを仮定する：
(i) 双曲型不動点 pの延長を pµ で書くとき，Dϕµ(pµ)の固有値 λ1, λ2, λ3
について
• λ1 と λ3 は µには依存せず，
• λ2は µ2には依存しないが，µ1に関してC0で依存し（従って，以
下 λ2 = λ2(µ1)とも書く），
• µ1 = λ1λ2(µ1)− 1
をみたす．
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(ii) pµ = (0, 0, 0)となる，µに関して C0で依存する，ある C5線形化座標
(x, y, z)（即ち，この座標を用いて ϕµ(x, y, z) = (λ1x, λ2y, λ3z)と表示
される）と，ある定数N と，ある b′ > 0が存在して，十分小さい任意
の µに対して，写像 ϕNµ による
Πyz := [−b′, b′]× [1− b′, 1 + b′]2











 ax+ βyαx+ γy2
δz
 (4.1)
とかける（図 4.1を見よ）．ここで，α, β, γ, δは零でない定数である．
（縦ベクトルと横ベクトルを自然に同一視して，見やすさに応じて勝手
に入れ替えることがある）．従って，µ = 0のときホモクリニック接触
図 4.1: 大域写像 ϕNµ（赤い線分は {x = 0, z = 1}の一部で赤い放物線にうつ
り，青い線分は {x = 0, y = 1}の一部で青い直線にうつる）
(1, 0, 0)が存在するが，(1, 0, 0)の軌道が元のホモクリニック接触 qを含
むことも仮定する．
(iii) (ii)で与えられる定数について，次を仮定する：
a ̸= 0, (4.2)




第 4.1 節で与えられたモデル {ϕµ}µは，十分大きい任意の自然数 nと，十
分小さい任意のµに対して，(x, y, z) = (1, 0, 0)の近く存在する直方体Bn(µ1)
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図 4.2: 回帰写像 ϕn+Nµ
を定義域に含む回帰写像 ϕn+Nµ を持つ．図 4.2を見よ．この節で行うことを
分かり易いように項目化して説明する：
• 初めに，前述のような Bn(µ1)の存在を示す（補題 4.1）．
• 次に，0へ収束する任意の点列 {νn}n ⊂ (0,∞)と，十分大きい任意の
nと，十分小さい任意の µ1に対して，適切なパラメータ µ2 = µ(n)2 (µ1)
を選ぶことで，ϕn+Nn,µ1 は将来的に Hopf点となる不動点 P−n (µ1)を持つ
ことを示す（補題 4.2）．ここで，
ϕn,µ1 := ϕ(µ1,µ(n)2 (µ1))
とおいた．P−n (µ1)は列 {νn}n に依存することに注意せよ．
• 最後に，任意の ψ ∈ (0, pi)と，十分大きい任意の nに対して，適切な数
列 {νn}n と，適切なパラメータ µ1 = µ(n)1 をえらぶことで，上で得た
周期点 P−n := P−n (µ(n)1 )におけるヤコビ行列 Dϕn+Nn (P−n )は，偏角が
±ψである大きさ 1の 2つの複素固有値を持つことを示す（補題 4.3）．
ここで，






補題 4.1. {ϕµ}µを第 4.1 節で与えられたモデルとし，b′と Πyz をそれぞれ
図 4.1にある正の定数と直方体とする．このとき，ある b > 0が存在して，十
分大きい任意の nと，十分小さい任意の µに対して，(x, y, z)-空間内の，µ1
に関して C0 で依存する直方体
Bn(µ1) =[1− b, 1 + b]× [λ−n2 (1− b′), λ−n2 (1 + b′)]
× [λ−n3 (1− b′), λ−n3 (1 + b′)] (4.4)
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δ(λn3 z − 1)
 (4.5)
とかける．
証明. 定数 b > 0を小さく勝手に一つとり，十分大きい各 nと十分小さい各




1 (1− b), λn1 (1 + b)]× [1− b′, 1 + b′]2 ⊂ Πyz
となるので，Bn(µ1)の ϕn+Nµ による像は，再び，(x, y, z)-空間内に含まれる
















δ(λn3 z − 1)

にうつる．これで補題の証明が完了した．
次に，0へ収束する任意の点列 {νn}n ⊂ (0,∞)と，十分大きい任意の nと
十分小さい任意の µ1に対して，適切なパラメータ µ2 = µ(n)2 (µ1)を選ぶこと
で，ϕn+Nn,µ1 は将来的に Hopf点となる不動点を持つことを示す．
補題 4.2. 次を仮定する：
• {ϕµ}µ を第 4.1 節で与えられたモデル，
• Bn(µ1)を補題 4.1で与えられる立方体とし，
• {νn}n ⊂ (0,∞)を limn νn = 0となる勝手な点列とする．
このとき，十分大きい任意の nと十分小さい任意の µ1で定義された C0級の





2 (µ1) = 0
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をみたし，かつ十分小さい任意の µ1 に対して，回帰写像 ϕn+Nn,µ1 は，不動点
P−n (µ1) = (x−, y−, z−) ∈ Bn(µ1)であって，
x− =















証明. 実際に関数列 {µ(n)2 (µ1)}n を構成し，主張を証明する．
(x, y, z) ∈ Bn(µ1)に関する方程式xy
z
 = ϕn+Nµ (x, y, z) =














γ(1− 2aλn1 + a2λ2n1 )x2
+ {−2γ + (αβ2 + 2aγ)λn1 − βλ−n2 + aβλn1λ−n2 }x
+ β2µ2 + γ + β(1− β)λ−n2 = 0 (4.10)
という xに関する二次方程式が得られる．この二次方程式の判別式は，
判別式 = −4β2γ{1 +O(λn1 )}µ2 +O(λn1 ) +O(λ−n2 ) (n→∞) (4.11)
と計算できる．第 4.1 節でモデルに要請していた仮定 (i), (ii)を思い出すと，
(4.11)の項 O(λn1 )や O(λ−n2 )などは µ2 には依存せず，µ1 に関しては C0 で
依存する．従って，十分大きい任意の nと十分小さい任意の µ1に対して，パ





νn −O(λn1 )−O(λ−n2 )
−4β2γ{1 +O(λn1 )}






2 (µ1) = 0
となっている．µ2 = µ(n)2 (µ1)として二次方程式 (4.10)を解けば，2つの解
x+, x− は
x± =


















の解を y−, z− とおけば，方程式を解くことで，それぞれは (4.7), (4.8)とか
けることも直ぐに分かる．特に，
y = λ−n2 {1 +O(λn1 ) +O(λ−n2 ) +O(
√
νn)},
z = λ−n3 {1 +O(λ−n3 )} (n→∞)
とかけている．上の式とBn(µ1)の式 (4.4)より，十分大きい任意の nについ
て (x−, y−, z−) ∈ Bn(µ1)となっている．つまり，(x−, y−, z−)は実際に (4.9)
の解になっている．以上で証明が完了した．
次に，適切なパラメータ µ1 = µ(n)1 を選ぶことで，十分大きい任意の nに
対して，ヤコビ行列Dϕn+Nn (P−n )は，偏角が自由に設定できる，大きさ 1の
2つの複素固有値を持つことを示す．
補題 4.3. 次を仮定する：
• {ϕµ}µ を第 4.1 節で与えられたモデルとし，
• ψ ∈ (0, pi)を勝手な数とする．
このとき，ある数列 {νn}n ⊂ (0,∞)と，十分大きい任意の nで定義されたあ
る数列 {µ(n)1 }n が存在して，
lim
n→∞ νn = limn→∞µ
(n)
1 = 0
かつ，{νn}nから定まる補題 4.2の関数列とϕn+Nn,µ1 の不動点をそれぞれ{µ(n)2 (µ1)}n












証明. まず {νn}n ⊂ (0,∞)を limn νn = 0となる勝手な列として，{µ(n)1 }n
を適切に構成する．P−n (µ1)を原点とする新しい座標 (x˜, y˜, z˜)を


































(X − δλn3 )
· [X2 − {aλn1 + 2γλn2 (λn2y− − 1)}X + 2aγλn1λn2 (λn2y− − 1)− αβλn1λn2 ]
= 0
で与えられるので，Dϕn+Nn,µ1 (Pn(µ1))は δλn3 を固有値に持つことが直ぐに分
かる．δλn3 以外の残りの固有値を σ1, σ2 とおくと，上の固有方程式は








2y− − 1)− αβλn1λn2
となっている．σ1σ2を計算するために先に λn2y−−1を計算しておくと，(4.6),
(4.7)より
λn2y− − 1 = β−1

















{2β−1γ − (aβ + 2aβ−1γ)λn1 + λ−n2 − aλn1λ−n2

























と計算できる．ここで，最後の変形では第 4.1 節で要請していた仮定 (i)を











で定める．ここで，モデルに要請していた仮定 αβ < 0（(4.3)を参照せよ）













1 = 0 (4.13)
は直ぐに分かる．
次に，補題の仮定で与えられた ψ ∈ (0, pi)に対し，{νn}nを適切に選べば，






















































































νn = 2 cosψとなるように，即ち
νn = 4β
2(1− cosψ)2λ−2n2 (> 0)
と選んでおけば，limn νn = 0をみたし，十分大きい任意の nに対して，上
の判別式は負となる．これで，σ1 と σ2 は互いに共役な複素数であることが
分かった．特に，{µ(n)1 }nの構成方法から，σ1と σ2は大きさ 1である．さら
に，{νn}n の構成方法から，σ1 と σ2 の偏角は ψであることが分かる．以上
で証明が完了した．
注意 4.4. 上の証明を見ればわかる通り，αβ > 0である場合は，固有値をど
のように制御しても，点 Pn におけるヤコビ行列は，共役な複素固有値をも
たない．実際，十分大きい任意の nに対して，σ1σ2 < 0であるからである．
逆に言うと，Pnにおけるヤコビ行列が大きさ 1の共役な複素固有値を持つよ
うにするために，我々は αβ < 0を仮定した．
注意 4.5. 上の証明の σ1σ2 の計算より，元の微分同相写像 ϕ の固有値が
λ1λ2 ≠ 1となる場合では，どのように固有値を制御しても，点 Pnにおける
ヤコビ行列は大きさ 1の複素固有値を持つことはない．このような理由から，
我々は λ1λ2 = 1ということを仮定した．
最後にこの節で得られたことをまとめる．
系 4.6. {ϕµ}µを第 4.1 節で与えられたモデルとし，ψ ∈ (0, pi)を任意の数と
する．このとき，0に収束するあるパラメータ列{µn}nが存在して，ϕn := ϕµn
は周期 n+N の周期点 P−n を持ち，P−n における固有値は δλn3 , e±iψ である．
4.3 Lyapunov値の計算
系 4.6の ψを，任意の k = 1, 2, 3, 4, 5に対して eiψ が 1の k乗根でないよ
うに選んでおく．Hopf点の定義（定義 3.1）より，周期点 P−n が Hopf点で
あることを示すには，十分大きい任意の nに対して，点 Pn が局所中心多様
体上で吸引的か反発的かを決める (3.2)の Aにあたる定数が 0でないことを
確認する必要がある．ここではこの定数 Aを Lyapunov値と呼ぶことにす
る．この節では P−n の Lyapunov値を実際に計算し，定理 1.4を証明する．
































α+ δ = 2 cosψ, αδ − βγ = 1, α, β, γ, ϵ ̸= 0
をみたすものを考える．勿論，元の写像に倣って ψ ∈ (0, pi)は α, β, γ, δ, ϵ
に依らないものとする．このとき，不動点 0におけるヤコビ行列の固有値は
e±iψ であり，我々は不動点 0における Lyapunov値を計算することにする．
上の記号において，x, y, α, β, γ, δなどの記号は以前に登場したので使わな
いほうが良いのだが，次の補題内のみで上の記号は用いられ，混乱が起きな
いと思われるので，このように書くことにする．
補題 4.7. H : R2 → R2 を上で与えられる写像とする．このとき，不動点 0
における Lyapunov値は
2(cosψ + 1)α+O(α2) (α→ 0)
と計算できる．
証明. 証明を見やすくするため，2つのステップに分けて証明する．
ステップ 1．このステップでは，適切な座標 (u, v)であって，z = u + iv,
z = u− ivと定めると，H が







とかけるようなものを定める．ここで，λ = eiψ である．さらに，各係数 ξpq
も具体的に求める．








































































































となる．これがまさしくHの座標 (u, v)に関する表示である．次に，z = u+iv,









H(z, z) =λz + (λ− α)(z − z)2




















































































と計算できるが，ここで，複素関数 w = 1
z − 1 について，|z| = 1 ならば
Re [w] ≡ −1
2
であることと，1− 2λ
λ− 1 = −2−
1
λ− 1 であることから，




































= −2 cosψ + 1
2
であることが確かめられるから，
L ={6 cosψ − 2(2 cosψ + 1) + 4}α+O(α2)
=2(1 + cosψ)α+O(α2) (α→ 0)
である．以上で証明が完了した．
今までの議論から定理 1.4は直ぐに分かる．
定理 1.4の証明. 系 4.6の ϕn は (4.14)と表示されていたので，任意の k =
1, 2, 3, 4, 5に対して eiψが 1の k乗根でないように ψを選んでおけば補題 4.7
より，P−n における Lyapunov値は
2a(cosψ + 1)λn1 +O(λ
2n
1 ) (n→∞)
である．モデルに要請していた仮定 a ̸= 0（(4.2)を参照せよ）を思い出せば，
上の値は 0にならず P−n はHopf点である．これで，ϕの Cr でいくらでも近
いところに，Hopf点 P−n を持つ微分同相写像 ϕnが存在することが示された．
特に，a > 0ならば P−n は局所中心多様体上で吸引的であり，a < 0ならば反
発的である．
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